Geometria Plana
0
Geometria Euclidiana

Principales Teoremas y Postulados
con

Algunos Conceptos Esquematizados

construyéndose faltan muchos todavia



Angulos y Relaciones de Angulo

Clasificacién de Angulos

Angulos Complementarios y

Suplementarios
» B
600
Angu!o Agude Angulo Recto Angulo Obtuso
0? < Angulo < 90° Angulo = 90° 90° < Angulo < 180° 120°
300 60”
Angulo Reflejo o Concavo Ae v B A

V) 180° < Angulo < 360°

Angulo Plano o LLano

Angulos Suplementarios
msA + msB = 1807

Angulos Complementaric
msA + msB = 90°

Angulo = 180° /)—
Par Linear Angulos Verticales
D
500 \_ 130°
< ® @—
B A C

msBAD + msCAD = 180°

Par Lineal:
Angulos Suplementarios
Angulos Adjacentes

Rayo Comun AD

¢BAD = +CAE & £DAC = LEAB

Angulos Verticales:
Opuestos por el Vértice
Angulos Congruentes




Angulos y Relaciones de Angulo

Pares de Angulos en Lineas Paralelas
Cortadas por Una Transversal

Clasificacién de Tridngulos por Angulos

> Angulos Correspondientes
21 =45
& L2 =26
23 =27
1 2 ) 24 = 28
Angulos Alternos Internos

23 =16
24 = 25

o
w
BN
o~
\

Angulos Alternos Externos
21 =48
L2=27

Angulos Interiores al Mismo Lado o Angulos Cosecutivos Interiores
mes3 +mes5 =180 & msd +me6 = 180°

Clasificacién de Triangulos por Angulos

40°
60° 80°

Triangulo Recto:

Triangulo Acutiangulo:
Un Angulo Recto

Todos los Angulos
son Agudos

Tridngulo Obtusingulo:
Todos los Angulos
son Obtusos

Partes de un Tridngulo Recto

Clasificacion de Tridngulos por Lados

S
N
S
= 8o =
= 3 3 =
£ \% > | \%
® = Q =
S % = %
Angulo Right
Recto Cateto Menor Angle ~ ShortlLeg

ClaSificacion de Triangulos por Lados

Triangulo Escaleno:

Triangulos Isoceles:
Todos los Lados son Diferentes

Al Menos Dos Lados
Iguales

Triangulo Equilatero:
Tres Lados Congruentes
® Tambien es Equiangular




Angulos y Relaciones de Angulo

Partes de Un Tridngulo Isdceles

Teorema Exterior de Angulo

Angulo Vértice Angulo Vértice

S o
e & G
(g
S & &
S ©

Angulo Base  Angulo Base — Base Angulo Base

2]

thet

Angulo Base

Todos los tridngulos equildteros son triangulos iséceles pero no
todos los triangulos isoceles son equilateros.

Teorema del Angulo Exterior

£1&£2 = £'s Remotos o
no Adjacentes al £ Exterior

23 — £ Adjacente al £ Exterior

£4 = £ Exterior

Angulo Exterior es igual a la suma de los
Angulos Remotos o No adjacentes

Teorema Suma de Angulo Interiores

Teorema de la Suma de

Angulos Interiores

ms1l +ms2 + me3 = 180°




Demostracion de la suma de los angulos interiores en poligonos concavos, tanto regulares como irregulares.

m/H +~m/I +~m/J +m/K +~m/L = 540°
miH +~ (mZLIH +~mZKIL+mZJIK)+mZJ + ( mZLKI +~mZIKJ)+ (mZHLI +mZILK ) = 540°
100.9°+ (44.8°+ 82.6° + 47.8%)+ 846+ (4§T.6°+T2.4°)+ (75.3° +84.4°) = 640°
(100.9°4 34.8°+84.3°)+ ( 32.8°+75.3° +72.1°)+(47:6°+84.6° +47:8°) = 540°
(180°) + (180°) + (180°) = 540°

B
miA +msB +~m/ZC = 180°

58.7°+71.1° +50.2° = 180°

msLD +m/LE +m/F +m/.G = 360°
S = Suma de £'s Interiores en Poligonos msD + (mZGED +m/FEG)+m/ZF + (m{ZDGE +m/ZEGF) = 360

_ . Q) . 0 , : .
= (Numero de A's) - 180 65.7° + (56.9° +57.3°) 4+ 71.1° + ( 44.4° + 64.5°) = 360°

Ntmero de Trizngulos = Numero de lados —2  (05.7 +56.9° +57.37) 4 (71.1° 4 4.4 + 64.57) = 360"
n = Numero de Lados 180° +180° = 360°

S= (n—2)-180° AG .AG




Triangulos Congruentes y Desigualdad de Triangulo

Congruencia en Triangulos
SSS, AAS, ASA, y SAS son las abreviaciones en inglés.

Congruencia en Triangulos Rectos
HL, HA, LA, y LL son las abreviaciones en inglés.

b S S

AABC = ADEF AABC = ADEF
por Lado — Lado — Lado 6 LLL 6 §55  por Angulo — Angulo — Lado 6 AAL 6 AAS

A D A D
\ \
o =)
B C E F B C E F
) AABC = .@DEF AABC = ADEF
por Angulo — Lado — Angulo 6 ALA 6 ASA por Lado — Angulo

— Lado 6 LAL 6 SAS
SSS, AAS, ASA, y SAS son las abreviaciones en inglés.

A D A p
BlCE.F BCEFI

AABC = ADEF AABC = ADEF

por Hipotenusa Cateto 6 HC 6 HL por Hipotenusa — Angulo 6 HA 6 HA
A D D
cg + F B CE_t F
AABC = ADEF AABC = ADEF
por Cateto — Angulo 6 CA6 LA por Cateto — Cateto 6 CC 6 LL

Desigualdad de Trangulo

Desigualdad de Triangulo:
Ordenando Angulos

b a<b+c

b<a+c

c<a+b

Si{a>b>c}

C Entonces

{msA > m«B > m«C}




Triangulos Congruentes y Desigualdad de Triangulo

Desigualdad de Triangulo:
Ordenando Lados

Si{ms2A > m«B > m«C}
B

/\ . Entonces

C ) A

{a>b>c}




Semejanza o Similaridad en Triangulos

B"
Lados Correspondientes O] P
Proporcionales RRRREEE D
0] C' N
en Proporcién
(a’” b' "
a’ b ¢ LA"= 2 A" Angulos
Si < o ) r & {LB' = AB"} Correspondientes
a _ b _¢ 2C' =2 C" Congruentes
\a’ b (')
entonces
El converso verdadero
{AA,B,C,~AA,,B,,C,,}

~ - Similaridad o Semejanza



Razonamiento Proporcional y Similaridad o Semejanza de Tridngulos

Similaridad: Lado-Lado-Lado o LLL

Similaridad: Angulo-Angulo o AA

(@ _ % _ o
Si A (0] > I I T o
a" b" ] {AABCNAA B C }
.‘a,A’ """" a ‘) a
¢ Tl -~ b"
cr T

La conversa verdadero

( {LA' =~ LA"} )
¢B' = 2 B" Entonces
Si < O{L’g, N 4’2} >
LLB,iLL i {AA/B/CINAAHB//CH }
\ O{LC' =, C"} ) por AA ~

BI
C, C"
a A’ A A"
bl a
CI b"

Cll
La conversa verdadero

Similaridad: Lado-Angulo-Lado o LAL

Segmento de Punto Medio a Punto Medio de
Dos lados Paralelo al Tercer Lado

( ! C’ \ B’ ’ B
= | L%
0 C' 4
Si < a" c" c'
a4 = o Entonces
y {AA’B,CINAA”B”C”
\ 4B =/ B") por SAS ~

La conversa verdadero

j

B D y E son Puntos Medios
Si _de
BC y DA
D E
( DE || CA
¢ Entonces < Y 1 >
La conversa verdadero LD b= 2 c4 )




Razonamiento Proporcional y Similaridad o Semejanza de Triangulos
Proporcionalidad en Segmentos Formados Uniendo Dos

Proporcionalidad en Tgizsﬁir;;;es Mltiples Cortando Lados de un Triangulo Con Un Segmento Paralelo al
Tercer Lado
B (AB || CD ) B -
v Si {DE |l CA}
— == g
\ CD | EF | d
y D E Entonces
\ 4B || EF j k
k h
Entonces {— =— c 4 ! _9g
L] ik

La conversa verdadero La conversa verdadero

Similaridad en Tridngulos: Las Alturas B’D"y B"D"

Similaridad en Tridngulos: Las Medianas B'D'y B"D"
son Proporcionales a los Lados

son Proporcionales a los Lados
B
.«.-_»----;;_}’_’fﬁfﬁ_:# _______
. {AA’B’C’~AA”B”C”} | o {AA’B'C'~AA"B”C} -
sonA's ~ Pequefio: Grande son A's ~ Pequefio: Grande
A'B" B'C" C'A" B'D A'B" B'C" C'A" B'D
A'B" B'C" C'A" B'D" A'B" B'C" C'A" B'D"
Entonces 0 Entonces 0
A"B" B"C" C"A" B"D" A"B" B"C" C"A" B"D"
AB ~BC CA BD AB~ B'C CA BD

Grande: Pequeio

Grande: Pequefio




Razonamiento Proporcional y Similaridad o Semejanza de Triangulos

Similaridad en Tridngulos: Las Bisectrices Angulares
B’'D’y B"D" son Proporcionales a los Lados

Similaridad en Triangulos: Los Perimetros
a+b' +c y a"+b"+c"
son Proporcionales a los Lados

} Pequefio: Grande
A'B’ _ B'C’ _ C'A _ B'D’
A"B" - B"C" - C"A" - B"D"
Entonces 0
A”B" B"C” C”A” B"D"

AB ~BC CA BD

S {AAB C'~AA"B"C"
sonA’'s ~

Grande: Pequeio

S {AA B'C'~ AA"B"C"}
sonA's ~

Pequefio: Grande

A'B"  B'C" C'A_ d+b'+(

AIIBH - B”C" - CIIAII - an + bu + C"
Entonces 0

A"B" B"C" C"A" a" + b" + C"

AB  BC CA a+b+c

Grande: Pequefio

Segmentos Formados Por Una Bisectriz
Angular y Los Lados Flanquandola

Segmentos Especiales en Triangulos

CD BC
A DA BA

Bisectriz Angular p Altura
Medlana i

Bisectriz Perpendlcular




Altura al Angulo Recto y Semejanza o Similaridad Las proporciones resaltadas

A : :
B involucran medias
A B geométricas y sabiendo: El
producto de los medios es
igual al producto de los
C A €xtremos obtenemos los tres
D teoremas de la media
geométrica involucrados en
B CD B D C la altura al 4ngulo recto.
AABC~AADB AADB~ABDC AABC~ABDC
AB AC AD AB AB _AC
AD ~ AB DB  BC BD  BC
AB _BC AD DB 4B _ BC
AD ~ DB DB DC BD  DC
AC BC AB DB AC _BC
. AB DB . BC DC | BC DC
Y Y !
AB AC AD DB ac 8¢
D = 1B DB DC BC DC
AB? = AC - AD DB? = AD - DC BC?> =AC-DC

La media geométricadela  La media geométrica del cateto
largo es igual al producto de la altura al angulo recto es igual corto es igual al producto de la
hipotenusa por el segmento al producto de los segmentos hipotenusa por el segmento
adyacente de la hipotenusa formado de la hipotenusa formados  adyacente de la hipotenusa formado
por la altura al angulo recto. por la altura al angulo recto.

La media geométrica del cateto

por la altura al angulo recto.



Triangulos Rectos

Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras

B
c* = a® + b?
c Ic| =+ a? + b2
a
¢ = ++/ a2 + b2
c b A

(—) No tiene sentido aqui

B A's Acutangulos

C C2<a2+b2

Teorema de Pitagoras

C A’s Obtusangulos




Triangulos Rectos

Trigonometria Trigonometria: Tridngulos Rectos
Angulo de Referencia En negrillas usadas en niveles superiores
® - Angulo de Referencia | @ - Angulo de Referencia % — Angulo de Referencia
a - Lado Opuesto a b b a
B b - Lado Adjacente SinA = Z cotd = — sinB =— ¢cotB = E
% — Angulo de Referencia a ¢
b - Lado Opuesto b _€ _a _ ¢
a - Lado Adjacente cos A = c secA = b cosb = c secB = a
tand =— escA =~ b cscB =~
anAa =-- €s¢ca4 =— —_ ¢scB=—
Trigonometria: Triangulos Rectos
B a,B,v,6,0 - Comun usarles como angulos
Lado Opuesto Lado Adjacente
sin@ = . cotl =
c Hipotenusa Lado Opuesto
a Lado Adjacente Hipotenusa
cos 6 = secO = -
Hipotenusa Lado Adjacente
0 Lado Opuesto Hipotenusa
0 = cscO =
Lado Opuesto

C b A tant = Lado Adjacente




Vinculando semejanza en triangulos donde tienen angulos correspondientes
congruentes y lados correspondientes proporcionales o en proporcion con razones
trigonométricas o trigonometria.

Todos A’s 40
son (~)
por AA ~




Triangulos Rectos

Trigonometria de Triangulos Rectos 'y (~)

Relacion conceptual entre
trigonometria y semejanza
o similaridad

AABK~AAC]~AADI~AAEH~AAFG

Todos los triangulos embebidos son
semejantes

30° — 60° — 90°

Triangulos rectos escalenos.

Todos producen el mismo valor
numeérico para cada una de las seis
razones trigonometricas de angulo a
razon trigonomeétrica y todos arrojan
el mismo angulo correspondiente de
razon trigonomeétrica a angulo.

Angulo a Razén Trigonométrica

Razén Trigonométrica a Angulo

sin(30°%) = 0.5
cos(30°) =~ 0.87

tan( 30? ) =~ 0.58

sin"1(0.5) = 30°
cos™1(0.87) = 30°
tan~1(0.58) =~ 30°




Semejanza or Similaridad con Hemotecias: Enlargamientos y Reducciones

. Realizar un alargamiento con un factor de 8 y centro de homotecia en el punto M.

Realizar un alargamiento con un factor de 8 y centro de homotecia en el punto M. ‘

Solo en las tres
primeras
diapositivas
presentaremos los
tridngulos
semejantes
formados por la
imageny la
preimagen.
Utilizamos llaves
para indicar cuantas
veces se recorre la
distancia entre el
centro de homotecia
y la preimagen.

Como alternativa, para |
-__ determinar la distancia
desde el centro de
homotecia hasta la pre-
imagen recorriendo el
rayo que va del centro
de homotecia a la pre-
imagen, puede utilizar
un compas.

Hemotecia fraccionaria que realiza una reduccion a tres cuartas partes del
| tamaiio original, con el centro de hemotecia en el punto K.

1
Dilatacién fraccional con una escaladel: 2 con centro de hemotecia T.

Hemotecia significa
transformacion no
congruente.

Dilatacién es
enlargamiento y
reduccidn es pasar a
menor tamario.

Siempre la misma forma
preservando distancias
relativas.




Semejanza or Similaridad: Estableciendo Proporciones Extendidas y Angulos Correspondientes =

"'s

‘Ahora después de pmcucar dilaciones de enlargamiento y reduccion tratemos de usarles para ilustrarlas|

Ahora después de pmcucar dilaciones de enlargamiento y reduccion tratemos de usarles para ilustrar las|
condiciones de j Lados correspondi en proporciény angulus ux‘ms;x)ndlenms congruentes. condiciones de 3 Lados correspc pmpurl:lunyangulus mrmspondlenms congruentes.
] [ T |- ] I
| | | | | | | 1 | | | | 1 | 1 Sh(1 | | | 1 | | | | | | | | |
6 Unidades i 2 Unidades 3 Unidades B’ | yjnidad 1;% ?3 6 Unidades i 2 Unidades 3 Unidades p’ 1 Unidad
/ P u KL
_ 2 | | | ok | _ 2
] 5 Unidades 5 Unidades e ] 5 Unidades 5 Unidades
& fe &
=] 52 + 12 B~ =
=l [ | V3RS | " Z] [ |
g 10 Unidades Ners 26 1 g 10 Unidades
— 1 s c T oMz 430 — 1 s c
A 4 Unidades ;‘;‘ A 4 Unidades
1 { 1 1 1 1 1 Sl 1 { { 1 1
) B 2
10 + 6 I I N S De grande a pequefio or reduccién |
1/13 4'102 + 22 Recordar: Teorema de Pitagoras 1
2@ T 1 1 T 1 V33t | V26 Vi | 4=4[ 1
SV LI 2345t 2 |26+ 26| 842
2v26 \ ¢?=a®+b? a 3
A 8 Unidades C] -,/ ] ] A 8 Unidades ‘] Escala: 1: l F.actor de escala es 1
1 1 } 1 1 1 1 e =~fa’+b? 1 . b 1 ! } ! 1 1 1 e ! 1 1 £ 2ol
— Estopruebalpstadosproporcionales—
Ahora después de practicar dilaciones de enlargamiento y reduccién tratemos de usarles para ilustrar las
/Ahora después de practicar dilaciones de enlargamiento y reduccién tratemos de usarles para ilustrar las, condiciones de semejanza: Lados correspondientes en proporcion y angulos correspondientes congruentes.
condiciones de j Lados correspondi en proporciény angulus ux‘ms;x)ndlenms congruentes.
- - . ‘ ' 3 Unidades
[ 1| . — L b e——— 6 Unidades  © 2 Unidades 5 1 Unidad
6 Unidades 2 Unidades B 1 Unidad E— 3
. =
| | é,“ / C" = | @ 5 Unidades 5 Unidades
@ 5 Unidades 5 Unidades = ! i
= |1 | S W AN S = !
< = |
g_ | | | | | | g 10 Unidades;
10 Unidades / A o — :
=4 1 c A 4 Unidades ¢
A 4 Unidades
— 1 1 [ | | Dado que hemos demostrado que tienen
Probando angulos correspondientes = lados correspondientes proporcionales y
4ngulos correspondientes congruentes,
e = E _-E t T :-E podemos afirmar que son triangulos
A8 -5 3 AB 3 semejantes.
!
M= 110 = =5 mpp = ;5 5 A 8 Unidades ¢
A 8 Unidades c c'e 2 1 En las dltimas diapositivas de esta leccién, encontrards eémo PR
| T I | | | I demostrar que los dngulos correspondi son congruent AAB C ~ AA B C
—— =0 | utilizando laley de los cosenos y laley de los senos, como una
Myier = mag = 0 ampliacién para enriquecer el aprendizaje.




Semejanza or Similaridad: Hemotecia desde un punto de hemotecia para triangulos especiales

. » ” o o o
Triangulo — Recto — Isésceles 45° — 457 — 90 Enun A 459 — 459 — 90° La hipotenusa es

V2 veces la longitude de cada unodelos .-~
catetos congruentes. '

Varias instancias de un
triangulo especial

45° — 45°% — 9Q°
usando un centro de
hemotecia diferenciando
enlargamineto, de | ] _y
reduccién y presentando 5 e

caso de congruenciay i O
semejanza concurrentes

e 143 LO1V2.02
C 0.'7145? it

e ) R

Triangulo — Especial — Recto — Special — Escaleno 30° — 60° — 90°
EnunA 30° — 60° — 90° la hipotenusa es el.

doble del catetocortoy V3 veces el caeolay VAT'i@S iNstancias de un
~_ triangulo especial
30° — 60° —90°

usando un centro de
hemotecia diferenciando

~ enlargamineto, de

- reduccién y presentando
caso de congruenciay
semejanza concurrentes

1
1:_ — Escala — Reduccion

Rango-Reduccion:

1=Pre — imagen : 0 < imagen < 1
"

D o




Semejanza or Similaridad: Factor de Escala dependiendo de a que se escalan las unidades
lineales (lineales, area, o volumen)

4 -hJ-\-l=4" =64
4 al Cubo > 8x2% = 64
P

3
Px2x2=2 =§

2al Cubo s Cuando se escalan unidades
y lineales a unidades de area o
. volumen y viceversa o entre

unidades de area y unidades
de volumen se necesita tener
cuidado con lo explicado en

7
$-2.2.2-8 estos graficos
X
Enlargando por un factor “a” Las ampliaciones o reducciones de
una linea, un drea o un volumen
Unidades Lineales =» Multiplicar por a o deben realizarse segin se indica a la

izquierda. Se multiplica por el factor
de ampliacién elevado a la primera

Unidades de Area = Multiplicar por a?

. ) b potencia para unidades lineales, a la
- Unidades de Volumen 5, ©pyjgiplicar por a3 otencia para dreas y a la
tercera potencia para volimenes.
s
Ee—e 2Unidades o o
i Lineales 5
=
=
(£}
g
g 2
5 2x2=2%2=4 4x4 =42 =16 -
4x22 =16 2
2 al Cuadrado 4 al Cuadrado E
=y
2
B 3 S dxdxd=4 =64 E_
= x2x2=2 =8 9
> 8x2% =64 3
= 2 al Cubo ' 4 al Cubo 2
4




Angulos de Elevacién y Depresién en Trigonometria y Tridngulos Especiales mis Comunes

ANGULO DE
DEPRESION

ANGULO DE
ELEVACION

Angulos de Elevacion y Depresién son angulos Alternos Internos

., ] Triangulo Recto IsocelesEspecial: 45° — 45° —90°
Triangulo Recto Escaleno Especial: 30° — 60° —90°

22X 60°

30°

x-V3

EnunA 30° — 60° — 90° la hipotenusa es dos veces la x
longitud de el cateto corto 6 2 - x y el cateto largo Enun A 45° — 45° — 90° la hipotenusa es x\V2
es x -3 veces lalongitud del cateto corto. veces la longitud de cualquiera de los catetos

x congruentes.




Poligonos: Areas

Area de un Triadngulo

o /N
Donde: b

A = Area

b = Base

h = Altura |

b

Area de un Paralelogramo

b, b
T /S )
b > b b b

1 1 A=2 b-h+seb-h
A:§°b°h+§°b'h Donde: -2 2 Dznili:l
1 1 A = Area 1 1 - Aread
A=b-h<§+§)=b-h b = Base A=b-h §+§ =b-h biBase
h = Altura h = Altura




Poligonos: Areas

Area de un Trapezoide

e b N by A = Area 1
h 1
b, A=E-h(b1+b2)
b, b,= Base Menor

_ 1
b,= Base Mayor M = Mediana M = > (b1 + by)

Area de un Poligono Convexo Regular (Aplica a todos)

b b

V. NN VYY)
AT A

1 1 1 1 1 1
A=z hb+z-hb+=-hb+5-hb+>-hb+=-hb

- 2 12 . 2
— Azi-h(b+b+b+b+b+b)§-P-h

> =
- —_ . a
PerlmetroPaligono Regular 2

b — A Equilatero con lado "b"
Area =

b Si {Poligono Regular Convexo}
P=b+b+b+b+b+b entonces {h = altura - a = Apotema}
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  𝑺 = 𝑺 𝒖 𝒎 𝒂   𝒅 𝒆    ∠ ′ 𝒔   𝑰 𝒏 𝒕 𝒆 𝒓 𝒊 𝒐 𝒓 𝒆 𝒔   𝒆 𝒏   𝑷 𝒐 𝒍 í 𝒈 𝒐 𝒏 𝒐 𝒔


  =  ( 𝑵 ú 𝒎 𝒆 𝒓 𝒐   𝒅 𝒆    ∆ ′ 𝒔 ) ∙   𝟏 𝟖 𝟎 𝒐


  𝑵 ú 𝒎 𝒆 𝒓 𝒐   𝒅 𝒆   𝑻 𝒓 𝒊 á 𝒏 𝒈 𝒖 𝒍 𝒐 𝒔 = 𝑵 ú 𝒎 𝒆 𝒓 𝒐   𝒅 𝒆   𝒍 𝒂 𝒅 𝒐 𝒔 − 𝟐


  𝒏 = 𝑵 ú 𝒎 𝒆 𝒓 𝒐   𝒅 𝒆   𝑳 𝒂 𝒅 𝒐 𝒔


    𝑺 =    ( 𝒏 − 𝟐 ) ∙   𝟏 𝟖 𝟎 𝒐


  a


  c


  b


  a < b + c


  c < a + b


  b < a + c


  S i    { a > b > c }


   { m ∠ A > m ∠ B > m ∠ C }


    E n t o n c e s


  a


  c


  b


  A


  C


  B


  S i  { m ∠ A > m ∠ B > m ∠ C }


   { a > b > c }


    E n t o n c e s


  a


  c


  b


  A


  C


  B


  𝑺 𝒊    {      𝒂 ′  𝒂 " =   𝒃 ′  𝒃 " =   𝒄 ′  𝒄 "   𝒐     𝒂 "  𝒂 ′ =   𝒃 "  𝒃 ′ =   𝒄 "  𝒄 ′ }   &      {    ∠ 𝑨 ′ ≅ ∠   𝑨 "   ∠ 𝑩 ′ ≅ ∠   𝑩 "   ∠ 𝑪 ′ ≅ ∠   𝑪 " }


  𝒆 𝒏 𝒕 𝒐 𝒏 𝒄 𝒆 𝒔      


   { ∆  𝑨 ′  𝑩 ′ 𝑪 ′ ~ ∆ 𝑨 ′′B′′ 𝑪 ′ ′ }


  𝑬 𝒍   𝒄 𝒐 𝒏 𝒗 𝒆 𝒓 𝒔 𝒐   𝒗 𝒆 𝒓 𝒅 𝒂 𝒅 𝒆 𝒓 𝒐


  ~       → 𝑺 𝒊 𝒎 𝒊 𝒍 𝒂 𝒓 𝒊 𝒅 𝒂 𝒅   𝒐   𝑺 𝒆 𝒎 𝒆 𝒋 𝒂 𝒏 𝒛 𝒂


  a ′


  c ′


  b ′


  A ′


  C


  B ′


  a "


  c "


  b "


  A "


  C


  B


  E n t o n c e s


   {    ∆  A ′  B ′ C ′ ~ ∆ A ′ ′ B′′ C ′ ′   p o r     S S S     ~ }


  S i      {      a ′  a " =   b ′  b " =   c ′  c "   o     a "  a ′ =   b "  b ′ =   c "  c ′ }


  L a   c o n v e r s a   v e r d a d e r o


  a ′


  c ′


  b ′


  A ′


  C


  B ′


  a "


  c "


  b "


  A "


  C


  B


  S i  {              a ′  a " =   c ′  c "   o     a "  a ′ =   c "  c ′   y         ∠ B ′ ≅ ∠   B "   }


  a ′


  c ′


  b ′


  A ′


  C


  B ′


  a "


  c "


  b "


  A "


  C


  B


  E n t o n c e s


   {    ∆  A ′  B ′ C ′ ~ ∆ A ′′B′′ C ′ ′       p o r         S A S     ~ }


  L a   c o n v e r s a   v e r d a d e r o


  S i    {                   {    ∠ A ′ ≅ ∠   A "   ∠ B ′ ≅ ∠   B " }       o  {    ∠ A ′ ≅ ∠   A "   ∠ C ′ ≅ ∠   C " }     o  {    ∠ B ′ ≅ ∠   B "   ∠ C ′ ≅ ∠   C " } }


  E n t o n c e s


   {    ∆  A ′  B ′ C ′ ~ ∆ A ′ ′ B ′ ′ C ′ ′       p o r           A A     ~ }


  A


  C


  B


  E


  D


  S i  {    D   y   E   s o n   P u n t o s   M e d i o s   d e     B C -   y     D A - }


  E n t o n c e s  {      D E -   ∥   C A -   y   D E =  1 2 C A }


  L a   c o n v e r s a   v e r d a d e r o


  L a   c o n v e r s a   v e r d a d e r o


     𝑩 ′ 𝑫 ′ -


    𝑩 " 𝑫 " -


     𝑩 ′ 𝑫 ′ -


    𝑩 " 𝑫 " -


  f


  g


  j


  A


  C


  B


  E


  D


  k


  S i      {   D E - ∥   C A - }  


  E n t o n c e s


  E n t o n c e s        {       A ′ B ′  A " B " =    B ′ C ′  B " C " =    C ′ A ′  C " A " =    B ′ D ′  B " D "   o     A " B "   A ′ B ′ =   B " C "   B ′ C =   C " A "   C ′ A =   B " D "   B ′ D ′ }  


  h


  j


  k


  A


  B


  B


  C


  D


  l


  E


  F


  S i      {      A B - ∥   C D -       y       C D - ∥   E F -          y     A B - ∥   E F - }  


  E n t o n c e s    {  k l =  h j }  


  L a   c o n v e r s a   v e r d a d e r o


  L a   c o n v e r s a   v e r d a d e r o


  A ′


  C


  B ′


  A "


  C


  B


  D


  D


  A ′


  C


  B ′


  A "


  C


  B


  D


  D


   {  f j =  g k }  


  S i    {    ∆  A ′  B ′ C ′ ~ ∆ A ′ ′ B ′ ′ C ′ ′   s o n    ∆ ′ s   ~ }


  E n t o n c e s        {       A ′ B ′  A " B " =    B ′ C ′  B " C " =    C ′ A ′  C " A " =    B ′ D ′  B " D "   o     A " B "   A ′ B ′ =   B " C "   B ′ C =   C " A "   C ′ A =   B " D "   B ′ D ′ }  


  S i    {    ∆  A ′  B ′ C ′ ~ ∆ A ′ ′ B ′ ′ C   s o n    ∆ ′ s   ~ }


  P e q u e ñ o : G r a n d e


  G r a n d e : P e q u e ñ o


  P e q u e ñ o : G r a n d e


  G r a n d e : P e q u e ñ o


     𝑩 ′ 𝑫 ′ -


    𝑩 " 𝑫 " -


   a ′ + b ′ +  c ′


  a " + b " + c "


  a ′


  c ′


  b ′


  A ′


  C


  B ′


  a "


  c "


  b "


  A "


  C


  B


  E n t o n c e s        {       A ′ B ′  A " B " =    B ′ C ′  B " C " =    C ′ A ′  C " A " =    B ′ D ′  B " D "   o     A " B "   A ′ B ′ =   B " C "   B ′ C =   C " A "   C ′ A =   B " D "   B ′ D ′ }  


  S i    {    ∆  A ′  B ′ C ′ ~ ∆ A " B" C "   s o n    ∆ ′ s   ~ }


  A ′


  C


  B ′


  A "


  C


  B


  D


  D


  E n t o n c e s        {       A ′ B ′  A " B " =    B ′ C ′  B " C " =    C ′ A ′  C " A " =    a ′ + b ′ + c ′  a " + b " + c "   o     A " B "   A ′ B ′ =   B " C "   B ′ C =   C " A "   C ′ A =   a " + b " + c "   a ′ + b ′ + c ′ }  


  S i    {    ∆  A ′  B ′ C ′ ~ ∆ A " B " C "   s o n    ∆ ′ s   ~ }


  P e q u e ñ o : G r a n d e


  G r a n d e : P e q u e ñ o


  P e q u e ñ o : G r a n d e


  G r a n d e : P e q u e ñ o


  A


  C


  B


  D


   {   C D  D A =   B C  B A }  


  A


  C


  B


  D


  A


  C


  B


  D


  A


  C


  B


  D


  A


  C


  B


  D


     ∆ A B C ~ ∆ A D B     𝑨 𝑩  𝑨 𝑫 =   𝑨 𝑪  𝑨 𝑩     A B  A D =   B C  D B     A C  A B =   B C  D B


     ∆ A D B ~ ∆ B D C     A D  D B =   A B  B C     𝑨 𝑫  𝑫 𝑩 =   𝑫 𝑩  𝑫 𝑪     A B  B C =   D B  D C


     ∆ A B C ~ ∆ B D C     A B  B D =   A C  B C     A B  B D =   B C  D C     𝑨 𝑪  𝑩 𝑪 =   𝑩 𝑪  𝑫 𝑪


    𝑨 𝑩  𝑨 𝑫 =   𝑨 𝑪  𝑨 𝑩


    𝑨 𝑫  𝑫 𝑩 =   𝑫 𝑩  𝑫 𝑪


    𝑨 𝑪  𝑩 𝑪 =   𝑩 𝑪  𝑫 𝑪


    𝑨 𝑩 𝟐 = 𝑨 𝑪 ∙ 𝑨 𝑫


    𝑩 𝑪 𝟐 = 𝑨 𝑪 ∙ 𝑫 𝑪


    𝑫 𝑩 𝟐 = 𝑨 𝑫 ∙ 𝑫 𝑪


   𝒄 𝟐 =  𝒂 𝟐 +  𝒃 𝟐


  𝒄


  𝒃


  𝒂


  𝑪


  𝑩


  𝑨


  𝒄


  𝒃


  𝒂


  𝑪


  𝑩


  𝑨


  𝒄


  𝒃


  𝒂


  𝑪


  𝑩


  𝑨


   𝒄 𝟐 <  𝒂 𝟐 +  𝒃 𝟐


   𝒄 𝟐 >  𝒂 𝟐 +  𝒃 𝟐


   | 𝒄 | =   𝒂 𝟐 +  𝒃 𝟐


  𝒄 = ±   𝒂 𝟐 +  𝒃 𝟐


   ( − )   𝑵 𝒐   𝒕 𝒊 𝒆 𝒏 𝒆   𝒔 𝒆 𝒏 𝒕 𝒊 𝒅 𝒐   𝒂 𝒒 𝒖 í


   ∆ ′ s     O b t u s á n g u l o s  


   ∆ ′ s       A c u t á n g u l o s  


  𝒄


  𝒃


  𝒂


  𝑪


  𝑩


  𝑨


  → Á 𝒏 𝒈 𝒖 𝒍 𝒐   𝒅 𝒆   𝑹 𝒆 𝒇 𝒆 𝒓 𝒆 𝒏 𝒄 𝒊 𝒂


  𝒂


  → 𝑳 𝒂 𝒅 𝒐   𝑶 𝒑 𝒖 𝒆 𝒔 𝒕 𝒐


  𝒃


  → 𝑳 𝒂 𝒅 𝒐   𝑨 𝒅 𝒋 𝒂 𝒄 𝒆 𝒏 𝒕 𝒆


   sin ⁡ 𝜃 =   L a d o   O p u e s t o  H i p o t e n u s a


    c o s ⁡ 𝜃 =   L a d o   A d j a c e n t e  H i p o t e n u s a


   tan ⁡ 𝜃 =   L a d o   O p u e s t o  L a d o   A d j a c e n t e


   cot ⁡ 𝜃 =   L a d o   A d j a c e n t e  L a d o   O p u e s t o


    s e c ⁡ 𝜃 =   H i p o t e n u s a  L a d o   A d j a c e n t e


   csc ⁡ 𝜃 =   H i p o t e n u s a  L a d o   O p u e s t o


   sin ⁡ A =  a c


    c o s ⁡ A =  b c


   tan ⁡ A =  a b


    𝐜 𝐨 𝐭 ⁡ 𝑨 =  𝒃 𝒂


    𝒔 𝒆 𝒄 ⁡ 𝑨 =  𝒄 𝒃


    𝐜 𝐬 𝐜 ⁡ 𝑨 =  𝒄 𝒂


   sin ⁡ B =  b c


    c o s ⁡ B =  a c


   tan ⁡ B =  b a


    𝐜 𝐨 𝐭 ⁡ 𝑩 =  𝒂 𝒃


    𝒔 𝒆 𝒄 ⁡ 𝑩 =  𝒄 𝒂


    𝐜 𝐬 𝐜 ⁡ 𝑩 =  𝒄 𝒃


  → Á 𝒏 𝒈 𝒖 𝒍 𝒐   𝒅 𝒆   𝑹 𝒆 𝒇 𝒆 𝒓 𝒆 𝒏 𝒄 𝒊 𝒂


  𝒄


  𝒃


  𝒂


  𝑪


  𝑩


  𝑨


  → Á 𝒏 𝒈 𝒖 𝒍 𝒐   𝒅 𝒆   𝑹 𝒆 𝒇 𝒆 𝒓 𝒆 𝒏 𝒄 𝒊 𝒂


  → Á 𝒏 𝒈 𝒖 𝒍 𝒐   𝒅 𝒆   𝑹 𝒆 𝒇 𝒆 𝒓 𝒆 𝒏 𝒄 𝒊 𝒂


  𝒃


  → 𝑳 𝒂 𝒅 𝒐   𝑶 𝒑 𝒖 𝒆 𝒔 𝒕 𝒐


  𝒂


  → 𝑳 𝒂 𝒅 𝒐   𝑨 𝒅 𝒋 𝒂 𝒄 𝒆 𝒏 𝒕 𝒆


  𝛼 , 𝛽 , 𝛾 , 𝛿 ,   𝜃 → C o m ú n   u s a r l e s   c o m o   á n g u l o s


  𝜃


  rigonom e t r í a   d e   T r i á n g u l o s   R e c t o s   y      ( ~ )


   30 o


   60 o


   60 o


   60 o


   60 o


   60 o


  A


  K


  J


  I


  H


  G


  F


  E


  D


  C


  B


  ∆ A B K ~ ∆ A C J ~ ∆ A D I ~ ∆ A E H ~ ∆ A F G


   30 o −  60 0 −  90 o  


   sin ⁡   (     𝟑 𝟎 𝒐   ) = 0 . 5


   cos ⁡   (     𝟑 𝟎 𝒐   ) ≈ 0 . 87


   tan ⁡   (     𝟑 𝟎 𝒐   ) ≈ 0 . 58


     sin  − 1 ⁡   (   𝟎 . 𝟓   ) =  30 o


     cos  − 1 ⁡   (   𝟎 . 𝟖 𝟕   ) ≈  30 o


      t a n  − 1 ⁡   (   𝟎 . 𝟓 𝟖   ) ≈  30 o


   ≅ ′ 𝒔


    𝟒 𝟓 𝒐 −   𝟒 𝟓 𝒐 −   𝟗 𝟎 𝒐


    𝟑 𝟎 𝒐 −   𝟔 𝟎 𝒐 −   𝟗 𝟎 𝒐


  𝑨 =  𝟏 𝟐 ∙ 𝒃 ∙ 𝒉


  𝒉


  𝒃


  𝒉


  𝒃


  𝒉


  𝒃


  𝑨 = 𝑨 𝒓 𝒆 𝒂  


    𝒃 = 𝑩 𝒂 𝒔 𝒆


    𝒉 = 𝑨 𝒍 𝒕 𝒖 𝒓 𝒂


  𝑨 = 𝑨 𝒓 𝒆 𝒂  


    𝒃 = 𝑩 𝒂 𝒔 𝒆


    𝒉 = 𝑨 𝒍 𝒕 𝒖 𝒓 𝒂


  A =  1 2 ∙ b ∙ h +  1 2 ∙ b ∙ h


  A = b ∙ h  (  1 2 +  1 2 ) = 𝒃 ∙ 𝒉


  𝒉


  𝒉


  𝒉


  𝒃


  𝒃


  𝒃


  A =  1 2 ∙ b ∙ h +  1 2 ∙ b ∙ h


  A = b ∙ h  (  1 2 +  1 2 ) = 𝒃 ∙ 𝒉


  𝑨 = 𝑨 𝒓 𝒆 𝒂  


    𝒃 = 𝑩 𝒂 𝒔 𝒆


    𝒉 = 𝑨 𝒍 𝒕 𝒖 𝒓 𝒂


  𝒃


  𝒉


  𝒃


  𝒉


  𝒉


  𝒃


  𝒉


  𝒉


  𝒉


   𝒃 𝟐


   𝒃 𝟏


   𝒃 𝟐


   𝒃 𝟏


  𝑨 = 𝑨 𝒓 𝒆 𝒂  


    𝒉 = 𝑨 𝒍 𝒕 𝒖 𝒓 𝒂


  A =  1 2 ∙  𝒃 𝟏 ∙ h +  1 2 ∙  𝒃 𝟐 ∙ h


  𝑨 =  𝟏 𝟐 ∙ 𝒉  (  𝒃 𝟏 +  𝒃 𝟐 )


                            𝒃 𝟏 = 𝑩 𝒂 𝒔 𝒆   𝑴 𝒆 𝒏 𝒐 𝒓


                              𝒃 𝟐 = 𝑩 𝒂 𝒔 𝒆   𝑴 𝒂 𝒚 𝒐 𝒓
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  b


  b


  b


  b


  b


  h


  h


  h


  h


  h


  h


  b


  b


  b


  b


  b


  b


  h


  b


  b


  b


  → ∆   E q u i l á t e r o   c o n   l a d o   " b "


  S i      { P o l í g o n o   R e g u l a r   C o n v e x o }


  e n t o n c e s    { 𝒉 = 𝒂 𝒍 𝒕 𝒖 𝒓 𝒂 → 𝒂 = 𝑨 𝒑 𝒐 𝒕 𝒆 𝒎 𝒂 }


    𝑷 𝒆 𝒓 𝒊 𝒎 𝒆 𝒕 𝒓 𝒐  𝑷 𝒐 𝒍 í 𝒈 𝒐 𝒏 𝒐   𝑹 𝒆 𝒈 𝒖 𝒍 𝒂 𝒓


  P = b + b + b + b + b + b


  A =  1 2 ∙ h b +  1 2 ∙ h b +  1 2 ∙ h b +  1 2 ∙ h b +  1 2 ∙ h b +  1 2 ∙ h b


  →     A =  1 2 ∙ h  ( b + b + b + b + b + b )  1 2 ∙ P ∙ h


  A r e a =  𝟏 𝟐 ∙ 𝑷 ∙ 𝒂


  𝑴 =  𝟏 𝟐 ∙  (  𝒃 𝟏 +  𝒃 𝟐 )


  𝑴 = 𝑴 𝒆 𝒅 𝒊 𝒂 𝒏 𝒂

